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SCENARIUSZ TEMATYCZNY
ALGORYTMY | LOGARYTMY. O ZtOZONOSCI OBLICZENIOWE

> INFORMATYKA = POZIOM ROZSZERZONY

OPRACOWANY W RAMACH PROJEKTU:

INFORMATYKA - MOJ SPOSOB NA POZNANIE | OPISANIE SWIATA.
PROGRAM NAUCZANIA INFORMATYKI
Z ELEMENTAMI PRZEDMIOTOW MATEMATYCZNO-PRZYRODNICZYCH

Streszczenie

Algorytm jest procedura, ktéra gwarantuje osiggniecie okreslonego celu. Termin algo-
rytm pochodzi od zlatynizowanej wersji imienia arabskiego matematyka al-Khwarizmiego
(IX w. n. e.).

Zwykle jest tak, ze ten sam efekt mozna otrzymac za pomoca wielu algorytmoéw. Rézne
algorytmy moga wymagac jednak réznego czasu na wykonanie zadania. Niektére maja
inne zalety zwigzane z ich komputerowa realizacjg, np. moga uzywac bardzo matej czesci
pamieci komputera. Jak pisze Daniel Hillis: ,Jedna z najwiekszych przyjemnosci w progra-
mowaniu komputerowym jest odkrywanie nowych, szybszych i bardziej wydajnych algo-
rytméw do wykonywania jakichs zadan”. W praktyce odkrycie nowego algorytmu moze
oznacza¢ mozliwo$¢ rozwigzania problemu, ktory wczesniej znajdowat sie poza zasiegiem
mozliwosci nawet najszybszych komputeréw (zwitaszcza dla wiekszej liczby danych).

Poniewaz algorytm moze by¢ stosowany dla réznego rozmiaru danych wejsciowych i jego
komputerowa realizacja moze by¢ uruchomiona na réznych komputerach, nie sposéb oce-
ni¢ szybkosci algorytmu, mierzac po prostu czas dziatania programu komputerowego.
Zamiast tego na 0go6t opisuje sie szybkos¢ algorytmu przez oszacowanie tego, w jaki spo-
séb czas potrzebny do wykonania zadania rosnie przy zwiekszaniu rozmiaru danych na
wejsciu algorytmu. Méwimy np.: algorytm jest (algorytmem o ztozonosci obliczeniowe))
rzedu n?, jesli czas wymagany na wykonanie zadania jest proporcjonalny do kwadratu roz-
miaru problemu, a faktycznie rozmiaru danych wejsciowych.

Jednym z najwiekszym wyzwan stojacych przed informatykami jest poszukiwanie pomy-
stéw na szybsze algorytmy do wykonywania stawianych zadan. W praktyce oznacza to
bowiem, ze nieefektywny algorytm, stuzacy rozwigzaniu ztozonego problemu, moze wyma-
gac jego dziatania przez kilka tygodni (co jest zazwyczaj niepraktyczne), a optymalny (naj-
lepszy z mozliwych) algorytm - kilku minut.

W tym miejscu warto podkresli¢, ze tytut cyklu lekgcji ,Algorytmy i logarytmy” jest gra stéw
— oba wyrazy w jezyku polskim skfadajg sie z tych samych liter (sa anagramami — to zna-
czy, ze po uporzadkowaniu liter w kazdym z wyrazéw otrzymamy ten sam ciag liter). Scisle
poprawny tytut powinien brzmie¢: Logarytmy w analizie algorytmow.

\/




Czas realizacji

4 x 45 minut
Tematy lekcji

1. Jak Jas parowat skarpetki. O ztozonosci obliczeniowej (1 x 45 minut)
2. Graw ,TakiNie”. Przeszukiwanie binarne (1 x 45 minut)

3. Dobry wojak Szwejk i rekruci. Minimum i maksimum w zbiorze. Sortowanie szybkie
(2 x 45 minut)
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— > LEKCJANR1

——— TEMAT: Jak Jas parowat skarpetki. O ztozonosci obliczeniowej <———

Streszczenie

W podstawie programowej przedmiotu informatyka w gimnazjum, wéréd wymagan szczegétowych
znajduje sie nastepujace sformutowanie: ,Uczen wyjasnia pojecie algorytmu, podaje przykfady algoryt-
mow rozwigzywania roznych probleméw” (wymaganie 5.1.) i dalej: ,Uczen opisuje sposéb znajdowania
wybranego elementu w zbiorze nieuporzagdkowanym i uporzadkowanym, opisuje algorytm porzadko-
wania zbioru elementéw” (5.5).

Ksztatceniu umiejetnosci stosowania podejscia algorytmicznego do rozwigzywania probleméw i podej-
mowania decyzji (z wykorzystaniem komputera) poswiecony jest tez caty punkt 5 wymagan szczegéto-
wych w podstawie programowej liceum dla poziomu podstawowego.

W praktyce czesto uczniowie w wieku 16 lat nie maja jednak gtebszego pojecia na temat znaczenia algoryt-
miki w informatyce. Dlatego juz w pierwszych tygodniach zajeé poziomu rozszerzonego w liceum nalezy
przedstawi¢ im wage zagadnienia (algorytmika jako kamien wegielny informatyki).

Ponizsza propozycja ma stuzy¢ wiasnie pogtebieniu wiedzy uczniéw na temat zagadnienia: algorytm i jego
efektywnos¢. Wprowadzone zostang w szczegdlnosci pojecia: najbardziej kosztownej operacji algorytmu
oraz rzedu ztozonosci obliczeniowej algorytmu.

Podstawa programowa

Etap edukacyjny: lll i IV, przedmiot: informatyka (poziom podstawowy i rozszerzony)

Cele ksztatcenia - wymagania ogdlne

lll. Rozwigzywanie probleméw i podejmowanie decyzji z wykorzystaniem komputera, z zastosowa-
niem podejscia algorytmicznego.

Tresci nauczania - wymagania szczegéfowe

5. Rozwiazywanie probleméw i podejmowanie decyzji z wykorzystaniem komputera, stosowanie podej-
scia algorytmicznego. Uczen:
5.2. stosuje podejscie algorytmiczne do rozwigzywania problemu;
5.18. oblicza liczbe operacji wykonywanych przez algorytm.

Cel

Uczen:

analizuje i modeluje sytuacje problemowa, do rozwigzania ktérej mozna zastosowac myslenie algo-
rytmiczne,

opisuje dwie rézne metody do rozwigzania tego samego problemu i dostrzega ich rézng efektywnos¢,

okresla, na czym polega ztozonos¢ obliczeniowa, poréwnujac efektywnos¢ dwéch metod,

dostrzega zastosowanie matematyki w zliczaniu liczby operacji wykonywanych przez algorytm.

Stowa kluczowe

algorytm, dane wejsciowe i ich rozmiar, najbardziej kosztowna operacja, efektywnos¢ (obliczeniowa) algo-
rytmu, algorytm naiwny, algorytm optymalny, rzad (ztozonosci obliczeniowej) algorytmu

Co przygotowac?

® Prezentacja ,Jak Ja$ parowat skarpetki”

-



Przebieg zajec

Wprowadzenie (5-10 minut)

1.

Na poczatku zaje¢ nauczyciel podaje uczniom temat cyklu lekgcji ,Algorytmy i logarytmy” i pyta
uczniéw o znajomos¢ terminéw logarytm i logarytmowanie (jako si6ddmego dziatania algorytmicz-
nego - drugiego, obok pierwiastkowania, z dziatarn odwrotnych do potegowania). Uczniowie moga
podac przykfady obliczen z uzyciem logarytméw i ich wiasnosci. Nastepnie nauczyciel pyta, o zasto-
sowania logarytméw. Uczniowie wskazuja przyktady zastosowan logarytmow (np. stezenie pH w che-
mii, natezenie dZwieku w fizyce). Nauczyciel stwierdza, ze to dziatanie algebraiczne, znajduje tez sze-
rokie zastosowanie w informatyce.

Nastepnie pyta uczniéw o rozumienie terminu algorytm (uczniowie powinni zna¢ go z lekcji w gim-
nazjum) oraz podanie przyktadéw prostych algorytmoéw.

Nauczyciel informuje uczniéw, ze w co najmniej dwoch przyktadach z lekcji, w analizie algorytmu
pojawi sie pojecie logarytmu. W tym momencie moze przywotac przyktad przeszukiwania binarnego,
zwanego rowniez logarytmicznym (przyktad algorytmu powinien by¢ znany uczniom z gimnazjum,
ale prawdopodobnie tylko pod pierwsza z nazw), a takze zapowiedzie¢, ze rozwiniecie tego watku
bedzie przedmiotem drugiej lekgji.

Na koniec wprowadzenia nauczyciel zwraca uwage - jesli uczniowie sami tego nie dostrzegli wcze-
$niej — na ciekawa okolicznos¢: oba stowa (algorytm i logarytm) sa... anagramami. W razie potrzeby
krétko to objasnia.

Zasadnicza czes¢ lekcji (20-25 minut)

Zasadnicza cze$¢ pierwszej lekcji rozpoczyna sie od opowiedzenia historii, ktéra ma na celu zapozna-
nie uczniow z pojeciami zwigzanymi z analizg efektywnosci algorytméw, ale w oderwaniu od algoryt-
mow komputerowych.

1.

Nauczyciel, postugujac sie prezentacja ,Jak Jas parowat skarpetki”, wprowadza w sposéb pogladowy
pojecia: operacja podstawowa (elementarna) w algorytmie, najbardziej kosztowna operacja algo-
rytmu, algorytm ,naiwny” i efektywnosc¢ algorytmu.

Nastepnie nauczyciel przedstawia, na czym polega okreslanie rzedu (ztozonosci obliczeniowej) algo-
rytmu. Moze tego dokona¢ w nastepujacy sposéb:

m Przyjmujemy, ze w koszu z praniem jest n skarpet;
u Zauwazamy, ze w pierwszym algorytmie odnalezienie dwéch pasujacych do siebie skarpet
wymaga wyciggniecia i wtozenia z powrotem (na spod) przecietnie potowy pozostatych skarpet.

Mamy wiec sume (dla n > 5):
MT+0-1/2)+0+n-3)/2)+..+(1+3/2)+2=MNn/2-1)+n-1+n-3+..+3)/2+2=
(n+2)/2+((n-1+3)/2*%(n/2-1))/2> (n+ 2)(n-2)/8>C* n?(dla pewnego wymiernego C);

n» Sposob wyznaczenia sumy n -1+ n -3 +... + 3 (kolejnych liczb nieparzystych) nauczyciel moze
przedstawi¢ w sposdb geometryczny - jako pole wielokata:

n W drugim algorytmie kazda ze skarpet jest wybierana tylko jeden raz. Algorytm jest wiec rzedu n.



Ings

ROINVAL

3. Nauczyciel wyjasnia, jak nalezy rozumiec zapis typu C * n% oznacza to, ze jesli mamy dziesiec razy
wiecej skarpet, to pierwszy algorytm bedzie potrzebowat ok. 100 razy wiecej czasu niz drugi (w tym
przypadku ilo$¢ czasu jest po prostu wprost proporcjonalna do liczby skarpet). W tym momencie dla
uczniéw powinno by¢ jasne, ze drugi algorytm jest bardziej efektywnym algorytmem.

Uwaga: Przyjmujemy w czasie zaje¢, ze najbardziej meczace, przynajmniej dla miesni, jest wycigga-

nie skarpetek, a nie ich poréwnywanie przez ,rzut oka”, czyli tzw. subityzacje.
Pewna watpliwos¢ nauczyciela moze budzi¢ to, czy tak dobrany przykfad nie bedzie mie¢ ujem-
nego wptywu pdzniej na dostrzeganie roli pordwnan w przypadku algorytmoéw komputerowych.
Doswiadczenie pokazuje, Ze tak nie jest, o ile nauczyciel we wiasciwy sposéb poprowadzi kolejne lek-
cje informatyki (na jednej z nich okaze sie, ze np. niektére algorytmy sortowania sa niepraktyczne, np.
porzadkowanie przez wstawianie, wlasnie ze wzgledu na koszt operacji innych niz poréwnywanie).
Warto, aby nauczyciel i zainteresowani uczniowie wiedzieli, ze liczba poréwnan w przypadku pierw-
szego algorytmu parowania skarpet jest wtasciwie réwna liczbie wycigganietych skarpet, czyli jest
rzedu n? a w drugim przypadku jest od tej liczby wieksza — w najgorszym przypadku, gdy gdérna
potowe stosu skarpet stanowia skarpety réznego koloru, tj. nie do pary, a porzadek skarpet w dolnej
potowie stosu jest doktadnie odwrotny niz w gérnej (w sensie koloréw), to liczba poréwnan moze
by¢ oszacowana tak: (n/2 - 1)+ (/2 + (n/2-1) + (n/2 - 2) +...+ 1) > (n/2 + 1)/2* n/2 = (n+2)*n/4> C* n?
dla pewnego wymiernego C, czyli jest rzedu n.

Podsumowanie lekcji (5-10 minut)

Nauczyciel moze postawi¢ pytanie: Czy jest to algorytm optymalny, tzn. najlepszy z mozliwych, czyli
wymagajacy minimalnej liczby operacji podstawowych? Uczniowie moga wypowiedziec sie w tej sprawie.
Nauczyciel powinien uwypukli¢, Ze Sciste wykazanie optymalnosci jakiegos algorytmu to tak naprawde
zadanie matematyczne. Zwykle trudne.

Warto by nauczyciel podkreslit, ze poniewaz dany algorytm moze by¢ stosowany dla r6znego rozmiaru
danych wejsciowych i jego komputerowa realizacja moze by¢ uruchomiona na réznego rodzaju sprzecie,
nie sposéb oceni¢ szybkosci algorytmu, mierzac po prostu czas dziatania programu komputerowego.
Zamiast tego zwykle opisuje sie szybko$¢ dziatania algorytmu przez oszacowanie tego, w jaki sposéb
czas potrzebny do wykonania zadania rosnie przy zwiekszaniu rozmiaru danych na wejsciu algorytmu.

Zadanie domowe

W ramach przygotowania sie do trzeciej i czwartej lekcji tego cyklu uczniowie powinni zapoznac sie
z problemem algorytmicznym, nazywanym czasami w literaturze, problemem polskiej flagi.

Mamy N pionkéw ustawionych w jednym szeregu: niektére sg biate, a niektére czerwone.

H N N

Zaprojektuj efektywny algorytm, zapewniajacy takie przestawienia pionkéw, aby wszystkie biate poprze-
dzaty czerwone. Przyjmij, ze operacjg elementarng jest poréwnywanie koloréw dwéch pionkow i —
w razie potrzeby - zamiana dwoch pionkéw miejscami.

Zadaniem uczniéw jest przygotowanie prezentacji — na kolejnych slajdach powinny pojawi¢ sie p6zniej-
sze etapy wykonania algorytmu (tzn. ilustracja szeregu pionkéw po dokonaniu kolejnego poréwnania).
Nauczyciel moze udostepni¢ uczniom pierwszy slajd prezentacji (jako wzér). Powinien zaznaczy¢, ze na
liczby zapisane w kolejnych polach uczniowie nie powinni zwraca¢ uwagi - bedzie to jasne po nastep-
nej lekdji.




Ocenianie

Nauczyciel moze oceniac osiggniecia uczniéw na podstawie obserwacji ich pracy i zaangazowania na lek-
¢ji oraz na podstawie prac przygotowanych w ramach zadania domowego.

Dostepne pliki

1. Prezentacja 1 ,Jak Jas parowat skarpetki”
{ 2. Szablon prezentacji do zadania domowego 1 Problem polskiej flagi (materiaty pomocnicze)

3. Zadanie domowe 1 Problem polskiej flagi

Materiaty zrodtowe

Zr6dto przyktadu wykorzystanego w tym scenariuszu nauczyciel znajdzie w rozdziale 5. (,Algorytmy
i heurystyki”) ksiazki pt. Wzory na krzemowej ptytce, autorstwa Daniela Hillisa (wydanej w Polsce przez
wydawnictwo CIS w roku 2000).
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- TEMAT: Gra w ,Tak i Nie”. Przeszukiwanie binarne -«

Streszczenie

W czasie zajec uczniowie zapoznajg sie z pogladowa metoda analizy ztozonosci obliczeniowej algorytmu
0 ztozonosci logarytmicznej na przyktadzie algorytmu przeszukiwania binarnego zbioréw uporzadkowa-
nych (zwanego czasami wtasnie przeszukiwaniem logarytmicznym). Algorytm bedzie przedstawiony jako
rozwigzanie konkretnego problemu - jako strategia gry dla jednej z wers;ji klasycznej gry w ,Tak i Nie”.
To szczegdlny przypadek zastosowania jednej ze strategii algorytmicznych, zwanej dziej i zwyciezaj (lub
zmniejsz i zwyciezaj).

Z metodycznego punktu widzenia wazne jest to, aby sprawdzi¢, czy uczniowie wiedza z lekcji informatyki
w gimnazjum o przeszukiwaniu liniowym (zbioréw nieuporzadkowanych) oraz przeszukiwania binarnego
(zbioréw uporzadkowanych). Jesli nauczyciel ma pewnos¢, ze temat jest uczniom nieznany, to scenariusz
tej lekdji (jego czes¢ wstepna) powinien by¢ odpowiednio zmodyfikowany.

Podstawa programowa

Etap edukacyjny: IV, przedmiot: informatyka (poziom rozszerzony)

Cele ksztatcenia - wymagania ogdlne

lll. Rozwigzywanie probleméw i podejmowanie decyzji z wykorzystaniem komputera, z zastosowa-
niem podejécia algorytmicznego.

TreSci nauczania - wymagania szczegétowe
5. Rozwiazywanie problemoéw i podejmowanie decyzji z wykorzystaniem komputera, stosowanie podej-
scia algorytmicznego. Uczen:
5.2. stosuje podejscie algorytmiczne do rozwigzywania problemu;
5.8. postuguje sie metoda dziel i zwyciezaj w rozwigzywaniu probleméw;
5.18. oblicza liczbe operacji wykonywanych przez algorytm.

Cel
Uczen:

- analizuje i modeluje sytuacje problemowg, do rozwigzania ktérej mozna zastosowac myslenie algo-
rytmiczne;

- postuguje sie pojeciem drzewa binarnego (i jego whasnosci);

- okresla, na czym polega logarytmiczna ztozonos¢ obliczeniowa, postugujac sie pojeciem drzewa
binarnego (i jego wtasnosci);

- postrzega algorytm przeszukiwania binarnego jako przyktad zastosowania techniki dziel i zwyciezaj.

Stowa kluczowe
drzewo binarne, drzewo decyzyjne, logarytm, przeszukiwanie binarne, metoda dziel i zwyciezaj

Ings
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® Egzemplarz ksigzki Skafander i motyl Jean-Dominique’a Bauby lub opis ksigzki w jednej z ksie-
garni internetowych

® Film ,Skarpety $w. Mikotaja” (http://www.youtube.com/watch?v=wVPCT1VjySA) z napisami
w jezyku polskim

Przebieg zajec

Wprowadzenie (10-15 minut)
1. Nauczyciel rozpoczyna lekcje od przywotania ksigzki Skafander i motyl. Moze sie postuzy¢ krétkim

opisem ksigzki, dostepnym np. na stronie www.ksiegarniapowszechna.pl:

+~Jean-Dominique Bauby w wyniku wylewu doznat paralizu catego ciata. Byt 8 grudnia 1995 roku.
Swiadomos¢ odzyskat w styczniu. Ale byta to swiadomos¢ zamurowana jak w wiezieniu, w znierucho-
miatym ciele, nad ktérym nie miat zadnej kontroli. Widziat, styszat, nie stracit powonienia - ale stracit
swoje ciato. Nie mégt nawet przetyka¢ pokarméw ani oddychaé bez pomocy aparatury medycznej,
a jedynym zewnetrznym wyrazem obecnego w ciele zycia byta mrugajaca jak motyl lewa powieka
i nieznaczne poruszenie gtowa. Jego oknem na Swiat stata sie lewa powieka, ktérg wymrugat opo-
wiesc o cierpieniu, samotnosci, mitosci i Smierci. Tworzenie ksigzki stato sie walkg o istnienie. Poczu-
cie humoru, ironia i dystans wobec otaczajgcego $wiata i whasnych przezy¢ spowodowaty, ze jego
opowies¢ jest wzruszajaca afirmacja zycia. Jean-Dominique Bauby zmart nagle 9 marca 1997 roku,
trzy dni przed ukazaniem sie Skafandra i motyla. Ksiazka rozeszta sie we Francji w naktadzie 800 000
egzemplarzy, przetozono ja na kilkadziesiat jezykéw".

. Nauczyciel stawia pytanie: Co to znaczy, ze autor ,wymrugat” opowies¢? Prosi uczniéw o to, by potrak-

towali to pytanie jako zadanie informatyczne (algorytmiczne). Uczniowie wypowiadaja sie. Formu-
towane sa rézne pomysty na temat tego, jak mogta by¢ ,pisana” taka ksigzka (np. ,Liczba mrugnie¢
dla kazdej litery odpowiada pozyciji tej litery w alfabecie” lub ,Rozmoéwca pokazuje kolejne litery alfa-
betu, az do mrugniecia”). Nauczyciel proponuje, by uczniowie w parach sprawdzili jedng z metod
(mozna ograniczyc¢ alfabet do zbioru liter: A, K, L, M, O, T i zadanie polega na wymruganiu w ciaggu
dwoch minut frazy ,ALA MA KOTA").

. Nauczyciel czyta fragment ksiagzki, ktéry stanowi odpowiedz na pytanie:

JESARINTULOMNPCFBVHGJQZYXKW (.)To nie alfabet, to raczej lista przebojow, w kté-
rej kazda litera zajmuje miejsce zalezne od czestosci pojawiania sie w jezyku francuskim. (...)

System jest elementarny, Literuje mi sie alfabet w kolejnosci »ES...« do chwili, kiedy mrugne okiem.
Wtedy méj rozmdéwca odpowiednia litere notuje. Rozpoczynamy operacje, by ustali¢ kolejne litery,
i jedli nie wystapi pomytka, dos¢ szybko otrzymujemy cate stowo, nastepnie fragmenty zdan, mniej
wiecej czytelnych. Taka jest teoria, sposob uzycia, instrukcja obstugi. W rzeczywistosci bywa réznie...”
(s. 24).

Nauczyciel pyta o rozumienie ostatnich stéw: ,\W rzeczywistosci bywa réznie...". W ten sposéb podkre-
$la znaczenie ,czynnika ludzkiego” (zwigzanego réwniez z ograniczong liczbg mrugnie¢, jakie mozna
wykona¢ bez duzego zmeczenia).

Nastepnie nauczyciel stawia problem: Czy mozna wyobrazi¢ sobie sposéb na szybsze napisanie
ksigzki? Chodzi przy tym o pogodzenie dwéch wymagan: jak najkrétszy czas, ale i jak najmniejsze
zmeczenie mruganiem. Uczniowie wypowiadajg sie. Nauczyciel powinien zwréci¢ uwage uczniow
na to, ze opisany w ksigzce sposéb przeszukiwania jest w zasadzie przeszukiwaniem liniowym, ale na
uporzadkowanym (w szczegdlny sposéb) zbiorze danych.

Nauczyciel informuje, ze tematem lekgji jest poznanie wtasnosci przeszukiwania binarnego (zwanego
tezlogarytmicznym), ktére pozwala na przeszukiwanie zbioréw uporzadkowanych w sposoéb bardziej


http://www.youtube.com/watch?v=wVPCT1VjySA
http://www.ksiegarniapowszechna.pl
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efektywny. W szczegdlnosci metoda pozwoli na to, by za pomocg pieciu pytan, na ktére odpowiada
sie ,tak” lub ,nie” (tej alternatywie odpowiada mrugniecie lub jego brak) ustali¢ litere.

Zasadnicza czes¢ lekcji (25-30 minut)
1. Nauczyciel proponuje uczniom gre.
® Nauczyciel prosi wybranego ucznia, aby wytypowat w myslach liczbe miedzy 1 a 100. Pozostali

uczniowie zadaja pytania typu: ,Czy to jest liczba mniejsza od 237", ,Czy to jest liczba 23?"lub ,Czy
to jest liczba wieksza od 23?” (az do skutku), ktére pozwolg im ustali¢ wartos¢ liczby. Na zadawane
pytania pierwszy uczen moze odpowiadac tylko ,tak” lub ,nie”. Dodatkowo uczniowie powinni zli-
czac liczbe zadawanych pytan. Uczniowie powinni sami odkry¢ jak najlepsza strategie. Warto tez,
by powtérzyli gre (z inna liczba) w parach lub tréjkach — tak, aby nie byto watpliwosci, na czym
ona polega.

® Nauczyciel - w razie potrzeby — powinien podkresli¢, ze do znalezienia liczby miedzy 1i 100 powinno
wystarczyc¢ siedem préb odgadniecia. Pod warunkiem, ze zastosujemy strategie przeszukiwania
binarnego (przez potowienie), ktérego istota polega na tym, ze po uzyskaniu kazdej z odpowiedzi
mamy dwa razy wezszy przedziat poszukiwan.

® Nastepnie nauczyciel prosi o ustalenie liczby od 1 do 1000 i pyta o liczbe pytan, ktére powinny
wystarczy¢. Okazuje sie, ze dziesieciokrotne rozszerzenie zakresu liczb (do 1000) nie wymaga dzie-
sieciokrotnego zwiekszenia naktadu pracy - liczba potrzebnych pytan wzrasta co najwyzej o trzy
(gdyz 2”=128,a 2'°= 1024)!

® Nauczyciel informuje, ze gra w ,Tak i Nie” jest w USA nazywana ,dwadziescia pytan” i polega na
tym, ze 20 pytan, na ktore odpowiedzig moze by¢ ,tak” lub ,nie”, musi wystarczy¢ do odgadniecia
pomyslanej rzeczy (osoby, liczby itp.).

Nauczyciel proponuje uczniom, by ustalili zakres liczb (licznosci zbioru), w ktérym mozna prowadzic¢
gre ,dwadziescia pytan”.
Odpowiedz wynika z nastepujacej zaleznosci 2'° = 524 288 < 1 000 000 < 1 048 576 = 2%, Uczniowie
znaja pojecie logarytmu — nauczyciel powinien zwréci¢ im uwage na to, ze liczba pytan stanowi loga-
rytm o podstawie 2 z ilosci liczb, wchodzacych w zakres danej gry.

2. Nauczyciel rysuje na tablicy przykfad tzw. drzewa decyzyjnego gry dla zakresu od 0 do 7:

Nauczyciel nazywa to drzewo drzewem binarnym (i wyjasnia, co to znaczy).

® Nauczyciel zwraca uwage na to, ze liczba poziomoéw decyzyjnych w drzewie stanowi logarytm
0 podstawie 2 z ilosci liczb z zakresu od 0 do 7 (tj. liczby lisci w drzewie), tj. 3 = log,2* = log,8.

® Nastepnie uczniowie proszeni sg, by zastapili etykiety w drzewie: ,nie” cyfra 0, a ,tak” - 1. Okazuje
sie, ze liczby 0, 1..., 7 (zapisane w ,lisciach” drzewa) zostaty w sposéb jednoznaczny zapisane 0-1
(zerojedynkowo), odpowiednio: 000, 001..., 111. Otrzymalismy wiec zapis binarny (reprezentacje
dwdjkowa) tych liczb.

11



12

Warto, by w tym momencie nauczyciel przywotat nazwe przeszukiwanie binarne - w przypadku przeszu-
kiwania ciggu liczb ze zbioru {0, 1, 2..., 2¢- 1} (dla pewnego k) jej uzycie jest dodatkowe umotywowane tym,
ze ciagg pytan ,tak” lub ,nie” jest ciagiem pytan o kolejne bity reprezentacji dwojkowej (binarnej) liczby.
® Nauczyciel proponuje utworzenie drzewa decyzyjnego, stuzacego do odgadywania wieku danej
(pomyslanej) osoby — zaktadamy, ze nadal obowigzuje zasada: na kazde pytanie o wiek osoby
odpowiadamy ,tak” lub ,nie”. Po krétkiej wymianie zdan, np. na temat gérnego ograniczenia wieku
(jako punkt wyjscia dla dyskusji mozna przyja¢, ze to bedzie 128) uczniowie pracujg w parach nad
pomystami (jesli wybrano liczbe mniejszg od 128, to drzewo nie bedzie petnym drzewem binar-
nym). Wybrany uczen zapisuje rozwigzanie na tablicy.

Nauczyciel podkresla, ze drzewo, ktérego mozna by uzy¢ do odgadywania wieku pytanej osoby, powinno
by¢ wtasciwie drzewem niezréwnowazonym (tzn. w jego korzeniu powinno pojawic sie pytanie dot. sto-
sunkowo matej liczby lat). Wynika to z tego, ze mamy r6zng liczbe ludzi w réznym wieku.

Konricowa faza lekcji. Podsumowanie (5-10 minut)

Nauczyciel podkresla, Zze stosowane w czasie lekcji przeszukiwanie binarne jest szczegdétowym przykta-
dem zastosowania techniki algorytmicznej, znanej pod nazwa dziel i zwyciezaj (wtasciwie jej odmiany
- zmniejsz i zwyciezaj).

Nauczyciel powinien zauwazy¢, ze w czasie zaje¢ przyjeto zatozenie o uporzadkowaniu przeszukiwa-
nej informacji. Powinien podkresli¢, ze integralng czescig informacgji jest jej uporzadkowanie. Inaczej
moéwiac, fakt uporzadkowania daje mozliwos¢ zastosowania bardziej efektywnej metody rozwigzania
jakiegos problemu.

Na zakoriczenie nauczyciel proponuje uczniom obejrzenie filmu ,Skarpety sw. Mikotaja”, ktéry uka-
zuje inny przykfad zastosowania strategii dziel i zwyciezaj (zmniejsz i zwyciezaj). Po wyswietleniu filmu
nauczyciel moze zapowiedziec¢ cykl lekgji, ktory bedzie poswiecony réznym strategiom algorytmicznym.

Zadanie domowe
1. Uczniowie tworza drzewo decyzyjne dla odgadywania liczb:

a) odO0do 15,

b) od0do 19.
2. Uczniowie powinni powrdci¢ do pytania postawionego na poczatku lekcji — o sposéb ulepszenia
metody ,wymrugania” liter tworzacych wyrazy w ksigzce Skafander i motyl. Dla utatwienia warto spolsz-
czy¢ zadanie (uwzgledniajac liczbe liter w polskim alfabecie, tj. 32 = 2°). Zadanie uczniéw polega na tym,
ze projektuja drzewo decyzyjne dla binarnego przeszukiwania polskiego alfabetu w dwéch wersjach:
- bez uwzgledniania czestosci wystepowania liter w jezyku polskim,
- zuwzglednianiem czestosci wystepowania liter w jezyku polskim,
tak, aby mozna byto za pomoca pieciu pytan ustali¢ poszukiwana litere.
Nauczyciel powinien wskaza¢ wiarygodne internetowe zrodto informacji o czestosci wystepowania liter
w jezyku polskim.
3. Przed wykonaniem zadania warto, aby zapoznali sie z fragmentem filmu ,Measuring information”
z zasobdw Akademii Khana (wystarczy obejrzenie ok. trzech minut, poczawszy od 180 sekundy filmu).

https://www.khanacademy.org/math/applied-math/informationtheory/moderninfotheory/v/how-do
-we-measure-information---language-of-coins-10-12

Celem (ukrytym) zadania jest sprowokowanie uczniéw do zapoznania sie z jednym z wymagan pod-
stawy programowej, tj. odkrycie wtasnosci kodu Morse’a.

Ocenianie

Nauczyciel moze oceniac osiggniecia uczniéw na podstawie obserwacji ich pracy i zaangazowania na lek-
¢ji oraz w oparciu o prace przygotowane w ramach zadania domowego.


https://www.khanacademy.org/math/applied-math/informationtheory/moderninfotheory/v/how-do-we-measure-information---language-of-coins-10-12
https://www.khanacademy.org/math/applied-math/informationtheory/moderninfotheory/v/how-do-we-measure-information---language-of-coins-10-12
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Dostepne pliki

1. Zadanie domowe 2 Drzewa decyzyjne L J

Materiaty zrédtowe

1. Na koncepcje lekcji miata wptyw ksiazka Skafander i motyl, ktérej autorem jest Jean-Dominique
Bauby (Stowo/Obraz Terytoria, Gdarisk 2013).

2. Informacje na temat gry w ,Tak i Nie” nauczyciel moze znalez¢ np. w scenariuszu ,Gra w 20 pytan”
(dostepnym w zasobach portalu csunplugged.org), w ksiazce Piramidy, szyszki i inne konstrukcje
algorytmiczne prof. Macieja M. Systy (rozdz. 10, http://mmsyslo.pl/Materialy/Ksiazki-i-podreczniki/
Ksiazki oraz w wielu publikacjach internetowych: np. http://www.deltami.edu.pl/temat/matema-
tyka/gry_zagadki_paradoksy/2011/03/24/Gra_w_20_pytan/).

3. Film ,Skarpety sw. Mikofaja” pochodzi z zasobéw projektu Computer Science Unplugged.
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— LEKCJA NR 3-4
—— TEMAT: Dobry wojak Szwejk i rekruci. Sortowanie szybkie <«

Streszczenie

Zajecia majq stuzy¢ zapoznaniu uczniow z kluczowym w algorytmice problemem porzadkowania (sor-
towania) danych. Na przyktadzie analizy pewnej tamigtéwki uczniowie przekonaja sie o tym, ze umiejet-
nosc¢ rozwigzania tego problemu moze prowadzi¢ do rozwigzania innego problemu - wyrazonego wprost
w tresci jakiego$ zadania (to znaczy, ze np. umiejetnos¢ rozwigzywania problemu porzadkowania nie jest
celem samym w sobie, ale moze by¢ srodkiem do celu).

Pierwsza czes¢ lekcji stanowi niezbedne wprowadzenie i jest wartosciowa sama w sobie - rowniez dla-
tego, ze pojawiaja sie w niej wymagania z podstawy programowej.

Podstawa programowa

Etap edukacyjny: IV, przedmiot: informatyka (poziom rozszerzony)

Cele ksztatcenia - wymagania ogdlne

V. Rozwigzywanie problemoéw i podejmowanie decyzji z wykorzystaniem komputera, z zastosowaniem
podejscia algorytmicznego.

Tresci nauczania - wymagania szczegéfowe
5. Rozwiazywanie problemoéw i podejmowanie decyzji z wykorzystaniem komputera, stosowanie podej-
scia algorytmicznego. Uczen:
5.2. stosuje podejscie algorytmiczne do rozwigzywania problemu;
5.11b. opisuje i stosuje algorytmy:
- jednoczesne znajdowanie najwiekszego i najmniejszego elementu w zbiorze: algorytm naiwny
i optymalny;
- algorytm sortowania przez wybor i szybki;
5.18. oblicza liczbe operacji wykonywanych przez algorytm.

Cel
Uczen:

- analizuje i modeluje sytuacje problemowa, do rozwigzania ktérej mozna zastosowa¢ myslenie algo-
rytmiczne;

— okresla, na czym polega ztozonos¢ obliczeniowa, poréwnujac efektywnosé dwdch metod;

- dostrzega zastosowanie matematyki (ciagdw liczbowych) w zliczaniu liczby operacji wykonywanych
przez algorytm.

Stowa kluczowe
algorytm naiwny, algorytm optymalny, sortowanie przez wybdér, sortowanie szybkie




Co przygotowac¢?

® Film ,Dobry wojak Szwejk i rekruci”

® Prezentacja 2 ,MINiIMAX" do zadania domowego 3

® Film ,Sorting algorithms” (http://www.youtube.com/watch?v=cVMKXKoGu_Y)
z napisami w jezyku polskim

Przebieg zajec

Wprowadzenie (5-10 minut)
1. Na poczatku zaje¢ nauczyciel formutuje temat lekcji ,Dobry wojak Szwejk i rekruci” (oczywiscie

w dzienniku lekcyjnym nauczyciel powinien zapisa¢ tez podtytut). Nastepnie wyswietla fragment
filmu o tym tytule, w ktérym pojawia sie tres¢ famigtéwki, bedacej zasadniczym punktem odniesie-
nia w czasie dwdch lekgji. Nauczyciel przerywa wyswietlanie filmu w momencie, kiedy zaprezento-
wany zostanie w nim pomyst Szwejka (ok. 50 sekundy).

. W czasie dyskusji uczniowie powinni wypowiedzie¢ swoje opinie na temat zrozumienia tresci fami-

gtéwki (rozkazu przetozonego wojaka Szwejka, a doktadniej okreslenia ,$rednia réznica wzrostu”)
oraz propozycji jej rozwigzania (interpretacji rozkazu przez Szwejka). Nauczyciel stwierdza, ze pomyst
Szwejka bedzie przedmiotem pogtebionej analizy w czasie drugiej czesci pierwszej lekgji.

Zasadnicza czes¢ lekcji (50-75 minut)

1.

Nauczyciel prosi piecioro uczniéw, aby podeszli do tablicy i staneli obok siebie w jednej linii (w przy-
padkowej kolejnosci), zwrdceni ku reszcie klasy i weszli w role rekrutéw. Kazdy z nich otrzymuje kartke
A4 z jednym z imion lub pseudonimem (np. Krzysztof, Radek, ,Kys", Kostek, Weronika) oraz dwucy-
frowa liczbg oznaczajaca cyfre dziesiagtek i jednosci liczby centymetréw wzrostu (np. odpowiednio:
84, 82, 78, 66, 62). (Mozna postuzy¢ sie rzeczywistymi imionami uczniéw i zapisa¢ na kartkach infor-
macje o ich wzroscie. Oryginalny pomyst wiaze sie z tym, ze na filmie stosowane sg ww. imiona).

. Pierwsze zadanie uczniéw polega na tym, aby dokonali - jesli to potrzebne — ewentualnej korekty

w rozdaniu kartek-etykiet, tzn. aby porzadek liczb na kartkach odpowiadat porzadkowi wzrostu ich
Jwiascicieli”. Jest to niepowtarzalna okazja, aby nauczyciel zwrécit uwage na to, Ze stosujg algorytm
spaghetti, tzn. postuguijg sie tzw. rzutem oka (subityzacja).

Nauczyciel stawia problem komputerowej realizacji pomystu Szwejka: Jak ustawi¢ rekrutéw wedtug
pomystu Szwejka? Doktadniej: Jak zrealizowa¢ komputerowo szukanie najnizszego rekruta? Jak zre-
alizowac szukanie najwyzszego? Zaznacza przy tym, ze za dozwolone operacje (podstawowe) uzna-
wac bedziemy poréwnanie wysokosci dwdch oséb (w praktyce: uczniowie poréwnywani w danym
momencie powinni podnosi¢ kartke do géry) i ewentualng ich zamiane miejscami. W niedtugim
czasie uczniowie powinni sformutowaé pomyst na algorytm. Nauczyciel powinien zleci¢ powtérze-
nie realizacji algorytmu dla co najmniej dwdch ustawien poczatkowych. Uczniowie powinni zlicza¢
liczbe wykonywanych poréwnan.

Nauczyciel wyswietla pozostatg czesc filmu - jest na nim przedstawiona realizacja (w postaci slajdéw
- na kazdym zliczamy jedno poréwnanie) tzw. algorytmu naiwnego poszukiwania najmniejszego
elementu i najwiekszego elementu w zbiorze. Nastepuje poréwnanie efektywnosci algorytmow:
wymyslonego przez uczniéw i przedstawionego na filmie (film prezentuje ich 7).

Nauczyciel poleca uczniom jako zdanie domowe sformutowanie i przedstawienie jego realizacji
(w postaci slajdéw prezentacji) bardziej efektywnego algorytmu od tego przedstawionego na filmie.
Udostepnia tez uczniom odpowiedni szablon prezentacji (MINiMAX).

Uwaga: Uczniowie powinni bez wiekszego problemu znalez¢ rozwiagzanie (sze$¢ poréwnan) — w tym
momencie (ani w czasie tej lekcji) celem nie jest sformutowanie rozwigzania w postaci ogol-
nej (tj. zapis wyrazenia 3n/2-2, gdzie n jest liczbg elementéw z zbiorze), tylko znalezienie roz-
wigzania dla zbioru pieciu oso6b.
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6. Druga cze$¢ lekcji bedzie stanowi¢ pogtebiona analize tamigtéwki ,Dobry wojak Szwejk i rekruci”.

Nauczyciel prosi wczesniej wybranych uczniéw, aby wrécili i weszli ponownie w role rekrutéw. Nastep-
nie wskazuje jeszcze jednego ucznia, ktérego zadaniem bedzie zapisywanie na tablicy wyrazen aryt-
metycznych, ktdre pojawia sie w czasie analizy.

6.1. Uczniowie ustawiaja sie w przypadkowej kolejnosci (najnizszy i najwyzszy nie powinni sta¢ w tym
ustawieniu na przeciwnych koricach). Nauczyciel pyta klase o to, czym bedzie $rednia réznica
wzrostu rekrutéw. W czasie dyskusji nauczyciel zwraca uwage na to, ze wojak Szwejk miat swoja
interpretacje (jaka?).

Po ustaleniu zasad analizy, zapisujemy dwie sumy:

- prosta sume réznic wzrostu (jak zrobitby to Szwejk);

s sume wartosci bezwzglednych réznic wzrostu (jak zrobitby to przetozony Szwejka).

Dla uczniéw powinno by¢ jasne, ze dzielenie przez 5 (liczbe rekrutéw) mozna pomingé. Wybrany

uczen zapisuje obie sumy na tablicy, np.

(Kr = Ra) + (Ky - Kr) + (We - Ky) + (Ko - We) =2 -6 - 16 + 4 =-16 |Kr — Ra| + |Ky - Kr| + |We - Ky|

+|Ko-We|=2+6+16+4=28

6.2. Nastepnie najnizszy i najwyzszy z rekrutdw stajg na przeciwnych koricach. Nauczyciel stawia
pytanie: Na ile sposobdw mozna ustawic¢ pozostatych rekrutéw? (Odp. 6). | stwierdza, ze dla kaz-
dego z tych ustawien dokonana zostanie analiza sum réznic.

6.3. ,Rekruci” stajg w odpowiedniej kolejnosci, a klasa oblicza sumy. Wszystkie informacje zapisane
zostajg na tablicy (réwniez informacje o ustawieniu rekrutéw).

Oto przyktad tabeli:
kolejnos¢ rekrutéw prosta suma suma wartosci bezwzglednych
Radek, Krzysztof, Kys, Weronika, Kostek -16 28
Krzysztof, Radek, Kys, Kostek, Weronika -22 22
Krzysztof, Radek, Kostek, Kys, Weronika -22 46
Krzysztof, Kostek, Kys, Radek, Weronika -22 54
Krzysztof, Kostek, Radek, Kys, Weronika -22 54
Krzysztof, Kys, Radek, Kostek, Weronika -22 30
Krzysztof, Kys, Kostek, Radek, Weronika -22 54

6.4. Nastepuje analiza siedmiu zapiséw na tablicy (z pkt. 7.1 i 7.3) — uczniowie powinni bez problemu
dostrzec, ze:

m suma wedtug Szwejka jest identyczna w kazdym przypadku (za wyjatkiem pierwszego);

% obie sumy, jesli pominac¢ znak, sg réwne tylko w jednym przypadku.

Nauczyciel pyta o wnioski. Uczniowie powinni bez problemu dostrzec, na czym polegata racja Szwejka

oraz zauwazyg¢, ze intencja przetozonego Szwejka byto uporzadkowanie rekrutéw wedtug wzrostu -

to znaczy, ze rozkaz zostat niepotrzebnie skomplikowany (w tym znaczeniu, ze rozkaz ,ustawic rekru-

tow wedtug wzrostu” trudniej bytoby wykonac opacznie...).

Uwaga: W przypadku pieciu rekrutéw mozna byto zastosowaé metode ,brutalng”, tj. rozpatrzy¢
wszystkie przypadki (permutacje) — scisty dowdd (na poziomie matematyki szkolnej) mozna
znalez¢ np. w ksigzce A. i M. Levitin, podanej w bibliografii.
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7. Trzecia cze$¢ lekcji zwigzana jest z préba sformutowania efektywnego algorytmu uporzadkowania
rekrutéw.

7.1. Nauczyciel pyta: Jak w efektywny sposéb uporzadkowac rekrutéw? Uczniowie powinni formu-
towac gtosno kilka pomystéw na metode porzadkowania (sortowania). Co najmniej jeden z nich
powinien by¢ im znany z lekcji w gimnazjum.

7.2. Nauczyciel podsumowuje wypowiedzi uczniéw — wskazuje na co najmniej jedna metode, by¢
moze wymieniong przez ucznidw, tj. porzadkowanie przez wybér. Zaznacza przy tym, ze jedng
z wersji moze by¢ zastosowanie algorytmu jednoczesnego znajdowania najmniejszego elementu
i najwiekszego elementu w zbiorze.

7.3. Uczniowie realizujg metode porzadkowania przez wybér na grupie rekrutéw. Zliczaja liczbe
wykonywanych poréwnan.

74. Nauczyciel prezentuje uczniom film ,Sorting algorithms” (z napisami w jezyku polskim), ktéry uka-
zuje inng metode porzadkowania (sortowania), tj. Quicksort (szybkie sortowanie), ktéra w wiek-
szosci przypadkéw (dla duzej liczby danych) okazuje sie najszybsza i jest stosowana w praktyce
(w realizacjach komputerowych). Na filmie efektywnos$¢ tej metody zestawiona jest z efektyw-
noscia (pracochtonnoscia) porzadkowania przez wybor.

Uwaga: Warto, aby uczniowie mieli w czasie lekcji mozliwos¢ postuzenia sie waga szalkowa
i odwaznikami, podobnymi do tych na filmie - moga je sami wczesniej przygotowac
w domu.

7.5. Po obejrzeniu filmu powinna nastapi¢ dyskusja, ktérej celem jest zweryfikowanie rozumienia
metody. Film moze by¢ wyswietlony ponownie. Uczniowie powinni przekonac sie, ze algorytmy
porzadkowania maja ztozonosc¢ obliczeniowa nieliniowa, tzn. liczba wykonywanych operacji nie
jest wprost proporcjonalna do liczby porzadkowych elementéw. Cennym komentarzem nauczy-
ciela bedzie zauwazenie, ze algorytm porzadkowania przez wybor ma niezmienng liczbe pod-
stawowych operacji dla danego n danych. W tym celu uczniowie powinni wyznaczy¢ — wzorujac
sie na obliczeniach z lekgji 1 - liczbe wykonywanych poréwnan (dla liczby danych n) algorytmu
porzadkowania przez wybor.

Uczniowie powinni dostrzec zwigzek miedzy problemem polskiej flagi a problemem porzadko-
wania. To znaczy - zrozumienie algorytmu rozwigzujacego pierwszy problem (porzadkowania
koloréw) utatwia zrozumienie algorytmu dla drugiego problemu (porzadkowania liczb).

7.6. Nauczyciel powinien podkresli¢, ze metoda jest pomystem brytyjskiego informatyka Sir Char-
lesa Antony’ego Richarda Hoare'a (dzi$ emerytowanego profesora z Oxfordu) i zostata opubli-
kowana w 1962 roku.

(W Internecie mozna znalez¢ wspomnienia naukowca — przedstawia w nich historie odkrycia, ktére
zostato dokonane przy okazji zajmowania sie problemem ttumaczenia maszynowego z jezyka
rosyjskiego na jezyk angielski).

Podsumowanie lekcji (10 minut)

Na zakoriczenie lekcji warto wyswietli¢ film ,Qucik sort with Hungarian” (http:/www.youtube.com/
watch?v=3San3uKKHggq), ktéry mozna potraktowa¢ jako rozwigzanie tamigtéwki ,Dobry wojak Szwejk
i rekruci” dla dziesieciu rekrutow.

Uczniowie - jesli czas na to pozwala - mogaq zastosowaé metode dla uporzadkowania pieciu rekrutow.
Przy tak matej liczbie danych trudno jednak dostrzec piekno i ,site” tej metody. Warto, by nauczyciel
dopowiedziat, ze w przypadku matej liczby danych w praktyce komputerowej stosuje sie zwykle metode
porzadkowania przez scalanie, ktéra tez znajduje sie wsréd wymagan maturalnych.
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Zadania domowe
MINIMAX

1.

Nauczyciel poleca uczniom jako zdanie domowe sformutowanie bardziej efektywnego (od tego
przedstawionego na filmie) algorytmu jednoczesnego znajdowania najmniejszego elementu i naj-
wiekszego elementu dla zbioru piecioelementowego oraz przedstawienie realizacji (przebiegu) algo-
rytmu w postaci slajdéw prezentacji. Nauczyciel udostepnia uczniom odpowiedni szablon prezen-
tacji (MINIMAX).

QUICKSORT
2. W ramach zadania domowego uczniowie powinni zapoznac sie z opisem oszacowania efektywno-

$ci algorytmu szybkiego sortowania (analizy ,optymistycznej” ztozonosci obliczeniowej). Nauczyciel
powinien udostepni¢ uczniom fragment ksigzce Davida Gelerntera Mechaniczne piekno:

«Przypusémy, ze lezy przed nami stos ponumerowanych kartek, ktére mamy posortowac. (...) Bie-
rzemy ze stosu pierwsza kartke. Powiedzmy, ze ma ona numer 117. Nastepnie przegladamy pozo-
state kartki. Jesli numer kolejnej jest mniejszy niz 117, ktadziemy ja po lewej stronie pierwszej kartki,
jesli wiekszy — po prawe;.

Teraz nasz stos jest podzielony na trzy grupy kartek: te znumerami mniejszymi od 117, kartke z nume-
rem 117 i kartki z numerami wiekszymi.

Powtarzamy cafg operacje dla dwdch mniejszych stoséw, lewego i prawego.

Stara lewa grupa zostaje w ten sposéb podzielona znowu na trzy grupy; to samo dotyczy starej pra-
wej grupy.

Znowu powtarzamy operacje dla kazdej nowo powstatej grupy i tak dalej, az kazda grupa bedzie sie
skfadata z pojedynczej kartki. (...)

Sprébujmy teraz dokona¢ oszacowania efektywnosci (...).

Usuwamy pierwszg kartke i dzielimy pozostate na dwie grupy: ,mniejszg” i ,wieksza". Jesli pierwsza
kartka miata przecietny numer, to te dwie grupy beda miaty po mniej wiecej tyle samo kartek — okoto
potowy kartek ze stosu bedzie miato numer mniejszy od numeru pierwszej, a potowa bedzie miata
numer wiekszy. Nastepnie powtarzamy procedure dla kolejnych podstoséw i tak dalej. Przypusémy,
ze jakims szczesliwym trafem za kazdym razem znajdujemy na szczycie kolejnej grupy przecietng
kartke. lle razy musielibysmy przeglada¢ rosnacy szereg grup?

Za pierwszym razem podzielilismy stos na dwie grupy, po okoto 2 n kartek. Za drugim razem otrzy-
malismy cztery grupy po okoto Y4 n kartek, za trzecim — osiem grup po 1/8 n i tak dalej. Za ktérym
razem otrzymamy szereg grup liczacych tylko jedna kartke kazda? Odpowiedz brzmi: logarytm o pod-
stawie 2 z n (...). Powiedzmy, Ze mamy stos 16 kartek; pierwszy podziat daje dwie grupy po 8, drugi
— cztery grupy po 4, trzeci — osiem grup po 2, a czwarty — 16 grup ztozonych z jednej kartki. Potrze-
bowalismy czterech podziatéw: 2 do potegi 4 daje 16. (...)

Za kazdym razem, gdy dokonywalis$my kolejnego podziatu stosu (na dwie, cztery, osiem grup - i tak
dalej), musielismy sprawdza¢ [prawie] wszystkie n kartki. Quicksort jest zatem algorytmem o ztozo-
nosci nlogn. (...)

Dla miliona kartek QuickSort potrzebuje okoto 20 milionéw operacji (...). Zatbzmy teraz, ze nasz kom-
puter potrafi wykonywac 10 milionéw takich operacji na sekunde. Na posortowanie listy zawieraja-
cej milion pozycji QuickSort potrzebuje okoto 2 sekund”.

Powyzszy opis dotyczy sytuacji ,jesli mamy szczescie”, tzn. ze efektywnosc¢ spada, jesli rozktad danych
jest mniej korzystny. Istniejg jednak sposoby, aby zwiekszy¢ szanse na zadowalajacy rozktad danych
(przed rozpoczeciem sortowania) i mozna udowodni¢, ze $rednia ztozonos$¢ obliczeniowa QucikSort
opisana jest rowniez z uzyciem iloczynu nlogn (gdzie n oznacza liczbe porzadkowanych danych)
i z tego powodu nazywana jest czasami ztozonoscig podkwadratowg, a nawet quasi-liniowa (nlogn
Jezy blizej” n niz n?).



Ings

ROINVAL

Uczniowie maja okazje przeanalizowa¢ przyktad rozumowania matematycznego (uproszczony, tzn.
nie tak formalnie zapisany, jak w podrecznikach akademickich), ktére ukazuje, ze przynajmniej w nie-
ktérych przypadkach ztozonos¢ QuickSort jest mniejsza niz metody przez wybér.

Warto, aby wykonali w domu odpowiedni eksperyment ze stosem kart.

Sprawdzianem zrozumienia analizy algorytmu moze by¢ wyjasnienie sensu wtracenia ,[prawie]”, jakie
dodano w przedostatnim akapicie cytatu.

Ocenianie
Nauczyciel moze oceniac osiggniecia uczniéw na podstawie obserwacji ich pracy i zaangazowania na lek-

¢ji oraz na podstawie prac przygotowanych w ramach zadania domowego.

Dostepne pliki

1. Prezentacja 2 ,MINIMAX" do zadania domowego 3

2. Zadanie domowe 3 MINiMAX k j

3. Zadanie domowe 4 Analiza ztozonosci QuickSort

Materiaty zrédtowe

1. Wykorzystana w tym scenariuszu tamigtéwka ,Dobry wojak Szwejk i rekruci” pochodzi ze zbioru
Algorithmic puzzles, napisanej przez Anany Levitin i Marie Levitin (Oxford Press 2010).

2. Wspomnienia Hoare'a — odkrywcy QucikSort — dostepne sg w Internecie (http://www.csc.lsu.
edu/~gb/csc7101/Handouts/p38-shustek.pdf).

3. Elementarna analiza algorytmu QuickSort wzorowana jest na ksigzce Davida Gelerntera, Mecha-
niczne piekno. Kryterium estetyczne w informatyce (WAB 1999).
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