
 
SCENARIUSZ LEKCJI 

 
OPRACOWANY W RAMACH PROJEKTU: 

INFORMATYKA – MÓJ SPOSÓB NA POZNANIE I OPISANIE ŚWIATA. 
PROGRAM NAUCZANIA INFORMATYKI  

Z ELEMENTAMI PRZEDMIOTÓW MATEMATYCZNO-PRZYRODNICZYCH 

Autorzy scenariusza: Iwona i Ireneusz Bujnowscy 

TEMAT: Wykresy funkcji od 2-zmiennych w arkuszu kalkulacyjnym 

 (poziom podstawowy z informatyki) 

(poziom rozszerzony  z matematyki) 

 

LEKCJA NR 1,2 
 

TEMAT: Wykresy funkcji od 2-zmiennych w arkuszu kalkulacyjnym 

Streszczenie 

Rysowanie wykresów funkcji od jednej zmiennej towarzyszy uczniom od gimnazjum. Najpierw –
wykresy funkcji liniowej, w szkole ponadgimnazjalnej wykresy funkcji kwadratowej , wielomianowej, 
wymiernej, trygonometrycznej itd. Wyzwaniem jest narysowanie funkcji od dwóch zmiennych w 
zeszycie- praktycznie niemożliwe dla przeciętnego ucznia. Natomiast jest to dość proste do 
narysowania w arkuszu kalkulacyjnym.  

Czas 2x45min 

Podstawa programowa 

4.4 PR MATEMATYKA –szkicuje wykresy funkcji określonej w różnych przedziałach różnymi 

wzorami; 

8.5 PR MATEMATYKA –posługuje się równaniem okręgu (x-a)2+(y-b)2=r2 

6.1 INFORMATYKA- wykorzystywanie komputera oraz programów edukacyjnych do poszerzania 
wiedzy i umiejętności z różnych dziedzin. Uczeń:  
1) wykorzystuje oprogramowanie dydaktyczne i technologie informacyjno komunikacyjne w 
pracy twórczej i przy rozwiązywania zadań i problemów szkolnych; 

Cele kształcenia – wymagania ogólne: 

IV Użycie i tworzenie strategii- Uczeń tworzy strategie rozwiązania problemu (matematyka) 

III. Rozwiązywanie problemów i podejmowanie decyzji z wykorzystaniem 

komputera, z zastosowaniem podejścia algorytmicznego. (informatyka) 
 

• umiejętność logicznego myślenia i argumentowania; 

• rozwijanie nawyku krytycznej analizy informacji; 

• umiejętność formułowania hipotez i ich uzasadniania; 

• umiejętność planowania strategii rozwiązania problemu; 
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Cel 

Celem tych dwóch jednostek lekcyjnych jest  pokazanie tworzenia wykresu funkcji od 2 zmiennych na 
prostym przykładzie, a następnie jak przygotować arkusz aby narysować wykresy powierzchniowe w 
aplikacji EXCEL rozwiążemy to zadanie- tym razem przy pomocy komputera.  

Słowa kluczowe 

Wykres powierzchniowy, adresowanie mieszane, dziedzina, równanie okręgu, funkcja podłoga, 
entier; funkcja exponent , stała Eulera; 

Co przygotować? 

Prezentacja wykresy_funkcji_od_2-zmiennych.pptx;  arkusz wykresy_funkcji_od_2-zmiennych.xls 

zadania_ wykresy_funkcji_od_2-zmiennych.doc 

Przebieg zajęć  

Wprowadzenie: 

Definicja : Funkcją dwóch zmiennych określoną na zbiorze A ⊂⊂⊂⊂ R2 o wartościach w zbiorze 
R nazywamy przyporządkowanie każdemu punktowi ze zbioru A dokładnie jednej liczby 
rzeczywistej. 
Piszemy  z = f(x, y). Wartość funkcji f w punkcie (x, y) oznaczamy f(x, y). 
Np. f(x,y)= x2+y2 

 
Przykład 1:  Do narysowania w układzie współrzędnych jest  funkcja  z =x

2+y
2 

Aby tą funkcję narysować powinniśmy mieć układ współrzędnych w przestrzeni i trzy osie: OX; OY; OZ 
Zaczniemy jednak rysowanie w  układzie współrzędnych na płaszczyźnie. 
Potraktujmy z  jako parametr (w naszym przypadku z=1)czyli narysujmy zbiór punktów spełniających 
równanie:  
x2+y2=1 przekształcając to równanie otrzymamy  y2= 1- x2 
czyli  do narysowania są wykresy dwóch funkcji (suma mnogościowa wartości  tych dwóch funkcji)  

 y=√� � �� ��	 
 � �√� � ��  

dziedzina: x∈<-1,1> 
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Łuk krzywej  
 � √� � �� narysowany na czerwono; natomiast wykres krzywej  
 � �√� � �� 
narysowany na czarno. Razem otrzymaliśmy okrąg o środku (0,0)  i promieniu 1.  
 
Możemy sprawdzić jak Excel poradzi sobie z narysowaniem okręgu  x2+y2=1 
 
 Zakres danych x pierwsza kolumna od -1 do 1 wypełniona serią  co 0,01  
Druga kolumna pierwsza funkcja y1=pierwiastek(1-x*x) (kopiowana formuła z adresowaniem 
względnym) 
Trzecia kolumna  druga funkcja y2=-pierwiastek(1-x*x) kopiowana formuła z adresowaniem 
względnym) 
 

 
 
Po zaznaczeniu danych w naszym przypadku od A1 do C202 wybieramy z zakładki Wstawianie � 
wykres punktowy z wygładzonymi liniami i otrzymujemy „po sklejeniu” okrąg 
(w przypadku wykresu punktowego automatycznie sieria1 czyli kolumna x jest umieszczona na osi 
OX) 
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Kolejne okręgi narysowane  powyżej to: 
x

2+y
2=4  (okrąg o środku (0,0) i promieniu 2) 

x
2+y

2=9  (okrąg o środku (0,0) i promieniu 3) 
x

2+y
2=25  (okrąg o środku (0,0) i promieniu 5) 

wzór kanoniczny równania okręg u o środku (0,0) i promieniu r to x2+y
2=r2  
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Teraz to samo spróbujemy narysować w układzie współrzędnych w przestrzenni (dodając jeszcze 
kilka okręgów) 
 Parametr z  we wzorze  x

2+y
2=z  ( okręgi  w kartezjańskim układzie współrzędnych na 

płaszczyźnie jest teraz wartością f(x,y) na osi OZ) 
(próbując odwzorować przestrzeń trójwymiarową na płaszczyźnie 2-wymiarowej nie unikniemy 
zniekształceń  np. okręgi są elipsami) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rysunek poglądowy powyżej. 
Powinniśmy otrzymać  „czaszę” sfery  
Teraz ten sam problem rozwiążemy w arkuszu kalkulacyjnym: czyli do narysowania funkcja  
f(x,y)=x*x+y*y 
 
W kolumnie A zaznaczymy x zakres od -5 do 5 wypełnione serią co 0,02 (od komórki A2 do komórki 
A52) 
W wierszu 1 zaznaczamy y również zakres od -5 do 5 wypełnione serią co 0,02 (od komórki B1 do 
komórki AZ1) 
W komórce B2 wpisujemy formułę =$A2*$A2+B$1*B$1 koniecznie z adresowaniem mieszanym  
(zapis $A2  oznacza – weź zawsze wartość z kolumny A a z wiersza w którym jesteś 
 z kolei B$1 – oznacza weź  zawsze  wartość z wiersza 1 a  kolumny w której jesteś ) 
następnie kopiujemy tą formułę do aż do wiersza 52, zaznaczony blok kopiujemy dalej aż do kolumny 
AZ. 
Zaznaczając cały obszar czyli od A1 d0 AZ52 wybieramy z zakładki Wstawianie � inne wykresy� 
wykres powierzchniowy 3W 
Otrzymany arkusz wygląda następująco: 
 
 
 
 
 

x 

z 

y 
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 Wykres wygląda następująco:  

 
 
Z kolei wykres powierzchniowy konturowy do powyższych danych wygląda 
(przypomina wykres powierzchniowy oglądany z góry)
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przez Unię Europejską w ramach Europejskiego Funduszu Spo

ykres powierzchniowy konturowy do powyższych danych wygląda jak na rysunku poniżej
(przypomina wykres powierzchniowy oglądany z góry) 
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jak na rysunku poniżej: 
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Ćwiczenie 1 dla uczniów:  

 

Narysować wykres funkcji: f(x,y)=exp(
Gdzie funkcja exp(x) możemy znaleźć 

Oznacza ona  funkcję wykładniczą 
(e –podstawa logarytmów naturalnych
 

 
 
Przykładowe rozwiązanie: 
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przez Unię Europejską w ramach Europejskiego Funduszu Spo

f(x,y)=exp(-x*x)+exp(-y*y) dla x∈<-3;3> y∈<-3,3> co 0,05
Gdzie funkcja exp(x) możemy znaleźć � wstaw funkcję w kategorii matematyczne 

Oznacza ona  funkcję wykładniczą ex , gdzie podstawą potęgi jest liczbą niewymierną e
podstawa logarytmów naturalnych -  zwana jest też liczbą Eulera lub liczbą Nepera
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co 0,05 
wstaw funkcję w kategorii matematyczne  

gdzie podstawą potęgi jest liczbą niewymierną e≈2,7182 
Nepera) 
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Ćwiczenie 2 dla uczniów:  

 

Praca w zespołach – maksymalnie dwu-osobowych przy każdym komputerze 

 (15-20 minut) 

Narysować wykres funkcji: 
 

a) f(x,y)=exp(-x*x-y*y) dla x∈<-3;3> y∈<-3,3> co 0,05 
 

przykładowe rozwiązanie: 
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b) f(x,y)=exp(-x*x-y*y)+0.5*exp(-(y+3)*(y+3)-x*x) dla x∈<-3;3> y∈<-4,3> co 0,05 
 przykładowe rozwiązanie: 
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c) f( x,y)=-y*sin(x)/x dla x∈<-10;10> y∈<-3,3) co 0,25 musimy tylko usunąć wartości dla x nie należące 
do dziedziny: (x≠0) 
Excel sam zasygnalizuje błąd -należy wykasować wszystkie wartości dla x=0  
(niestety gdy zostawimy x=0 w kolumnie A wykasowując wszystkie wartości nasz wykres nie będzie z 
przerwą -  zacznie od wartości zero bo dla Excela pusta komórka ma wartość zero, dopiero jak 
wykasujemy cały wiersz z 0 nasz wykres będzie zbliżono do prawidłowego � cały czas powinniśmy 
pamiętać że powinna w wykresie  być przerwa ) 
 

 
 
Wykres nieprawidłowy  : (widoczny jest skok wykresu od wartości x= 0 mimo że wartość f(0,y) jest 
wykasowana) 
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 przykładowe rozwiązanie: 

 
 
 

d)  f( x,y)=-sin(x)/x  +sin(y)/y  dla x∈<-10;10> y∈<-10,10) co 0,25 musimy tylko usunąć wartości  
dla x ,y nie należące do dziedziny: (x≠0) oraz (y ≠0) 
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e)  f( x,y)=cos(x) +sin(y) dla x∈<-10;10> y∈<-10,10> skok  co 0,25 
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f)   f( x,y)=-[x2+y2]  dla x∈<-4;

(podłoga, cześć całkowita, entier )

  

W arkuszu Excel formuła będzie miała posta
=-ZAOKR.DO.CAŁK($A3*$A3+B$1*B$1
 
Rozwiązanie przykładowe : 

 

Niestety wykres obarczony jest pewnymi bł

przyciętej sfery powinny być dziury)  

 

 

g) f(x,y)=x
2
+2xy-3y

2
 dla x∈<-3

przykładowe rozwiązanie: 

 

przez Unię Europejską w ramach Europejskiego Funduszu Spo

;4> y∈<-4,4> skok  co 0,2 gdzie funkcja [x] oznacza znaną

(podłoga, cześć całkowita, entier ) 

  

ędzie miała postać 
ZAOKR.DO.CAŁK($A3*$A3+B$1*B$1) 

Niestety wykres obarczony jest pewnymi błędami (tam gdzie widać cienie w czaszy  naszej 

ć dziury)   

3;5> y∈<-2,5> skok  co 0,25   

 

Społecznego”  

gdzie funkcja [x] oznacza znaną funkcję 

 

 cienie w czaszy  naszej 
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Panel ekspertów (5 minut) 

Jakie były problemy przy tworzeniu arkusza? 

Dyskusja podsumowująca (5-10 minut) 

Wnioski 

Każdą funkcję od 2-zmiennych można  narysować w arkuszu tworząc tabelę zakresów dla x i y i 
pamiętając o ręcznym wyrzuceniu wartości dla x oraz y-  kiedy wyrażenie algebraiczne traci sens 
liczbowy; 
 

Ocenianie 

ocena wykonanych arkuszy w MS Excel  

Dostępne pliki 

Prezentacja wykresy_funkcji_od_2-zmiennych.pptx;  arkusz wykresy_funkcji_od_2-zmiennych.xls 

zadania_ wykresy_funkcji_od_2-zmiennych.doc 

 


